
Dérivées et appliations

1 Variation et taux de variation

Le nombre de malades à l'instant t est modélisé par la fontion N .

N(t) = 24t2 − t3 + 50 (1)

Nous aurons besoin de ertaines valeurs de la fontion N pour résoudre l'exerie :

N(0) = 24 · 02 − 03 + 50 (2)

= 24 · 0− 0 + 50 (3)

= 50 (4)

N(3) = 24 · 32 − 33 + 50 (5)

= 239 (6)

N(6) = 24 · 62 − 63 + 50 (7)

= 698 (8)

N(9) = 24 · 92 − 93 + 50 (9)

= 1265 (10)

N(12) = 24 · 122 − 123 + 50 (11)

= 1778. (12)

a) Compléter le tableau i-dessous.

Durée de l'observation Variation du nombre total Taux moyen de variation

de personnes malades

jusqu'au 3e jour N(3)−N(0) = 239− 50 = 189
N(3)−N(0)

3
=

189

3
= 63

entre le 3e et le 6e jour N(6)−N(3) = 698− 239 = 459
N(6)−N(3)

3
=

459

3
= 153

entre le 6e et le 9e jour N(9)−N(6) = 1265− 698 = 567
N(9)−N(6)

3
=

567

3
= 189

entre le 9e et le 12e jour N(12)−N(9) = 1778− 1265 = 513
N(12)−N(9)

3
=

513

3
= 171

On onstate que, pour une même durée d'observation, les taux moyens de variation ne sont pas onstants.

b) Quelle di�érene y a-t-il entre variation du nombre de malades et taux moyen de variation du nombre de

malades ?

Le taux moyen de variation du nombre de malades est la variation du nombre de malades divisé par la durée

de la variation.

1



) Quelle est la variation du nombre de malades pendant les douze premiers jours de l'observation ?

N(12)−N(0) = 1778− 50 = 1728. (13)

d) Caluler le taux moyen de variation du nombre de malades sur es douze premiers jours.

N(12)−N(0)

12
=

1728

12
= 144 (14)

e) Caluler le taux moyen de variation du nombre de malades entre le douxième et le dix-huitième jour de

l'observation.

N(18) = 24 · 182 − 183 + 50 (15)

= 1994. (16)

N(12) = 1778. (17)

18− 12 = 6. (18)

N(18)−N(12)

18− 12
=

1994− 1778

6
(19)

= 36. (20)

f) Comment peut-on représenter un taux moyen de variation sur le graphique ?

Graphiquement, le taux moyen de variation entre les instants t1 et t2 est la pente de la séante passant par

les points (t1;N(t1)) et (t2;N(t2)).

2 De la séante à la tangente

Nous avons vu ei au ours plusieurs fois.

a) Sur les �gures 4 et 5, un logiiel graphique a ajouté quelques tangentes en des points des ourbes.

Observer es graphiques. Quel lien peut-on établir entre la pente des tangentes et le sens de variation des

fontions ?

Lorsque la pente de la tangente est positive, la fontion augmente.

Lorsque la pente de la tangente est négative, la fontion diminue.

b) Il est di�ile de déterminer la pente d'une droite dont on ne onnaît qu'un seul point. On imagine don

que le point B (�g. 6) s'approhe du point A jusqu'à se onfondre ave lui et on observe le mouvement

orrespondant de la séante AB. Que devient la pente de la séante lorsque B se rapprohe de A ?

La pente de la séante AB tend vers la pente de la tangente au graphique en A.

) On onnaît l'expression de la pente de la séante AB. Quelle est l'expression de la pente de la tangente en

A ?

L'expression de la pente de la séante AB est

f(a+ h)− f(a)

h
. (21)

L'expression de la pente de la tangente en A est don

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
. (22)

3 De la tangente à la dérivée

Soit f(x) = −2x2 + 3x.

a) Caluler la pente de la tangente au point (1 ;1) du graphique de f .

Soit A le point (1 ;1). Il appartient au graphique de f .

Soit le point Q d'absisse x. Supposons qu'il appartient au graphique de f .

Dès lors, les oordonnées de Q sont (x;−2x2 + 3x).
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La pente de la droite AQ est

yQ − yA
xQ − xA

=
−2x2 + 3x− 1

x− 1
(23)

Lorsque Q → A, la droite AQ tend vers la tangente du graphique de f en A. Don la pente de la droite AQ
tend vers elle de la tangente du graphique de f en A. Et 'est e que nous herhons. Or faire tendre Q vers

A, 'est faire tendre x vers 1 :

lim
x→1

−2x2 + 3x− 1

x− 1
=

→ 0

→ 0
(24)

= lim
x→1

−2 · (x− 1) · (x+
1

2
)

x− 1
(25)

= lim
x→1

−2 · (x− 1

2
) (26)

= lim
x→1

−2 · (1− 1

2
) (27)

= −2 · 1
2
= −1. (28)

b) Le point (a, f(a)) est un point quelonque du graphique de f .

Pour déterminer la pente de la tangente en e point, aluler

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

h→0

−2(a+ h)2 + 3(a+ h)− (−2a2 + 3a)

h
(29)

= lim
h→0

−2(a2 + 2ah+ h2) + 3(a+ h) + 2a2 − 3a

h
(30)

= lim
h→0

−2a2 − 4ah− 2h2 + 3a+ 3h+ 2a2 − 3a

h
(31)

= lim
h→0

−4ah− 2h2 + 3h

h
(32)

=
→ 0

→ 0
(33)

= lim
h→0

h · (−4a− 2h+ 3)

h
(34)

= lim
h→0

(−4a− 2h+ 3) (35)

= −4a+ 3 (36)

) Utiliser le résultat obtenu pour aluler la pente de la tangente aux points d'absisse a = 2, a = −1, a = 0, 75.

• a = 2 :

−4a+ 3 = −4 · 2 + 3 (37)

= −8 + 3 (38)

= −5. (39)

• a = −1 :

−4a+ 3 = −4 · (−1) + 3 (40)

= 4 + 3 (41)

= 7. (42)
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• a = 0, 75 :

−4a+ 3 = −4 · 0, 75 + 3 (43)

= −3 + 3 (44)

= 0. (45)

d) Erire l'expression de la fontion qui permet de aluler la pente de la tangente en n'importe quel point du

graphique de f(x) = −2x2 + 3x.

f ′(x) = −4x+ 3.

4 Vitesse instantanée

On lâhe un aillou dans un puits profond de 140 mètres. Par les lois de la physique, on sait que la distane

parourue est

f(t) = 4, 9t2. (46)

a) En ombien de seondes le aillou atteint-il le fond du puits ?

140 = 4, 9t2 (47)

140

4, 9
= t2 (48)

√

140

4, 9
= t (49)

t ≃ 5, 35 s. (50)

Quelle est sa vitesse moyenne ?

vm =
d

t
(51)

=
140

√

140

4, 9

(52)

≃ 26, 19 m/s. (53)

b) Quelle distane parourt le aillou entre la 2e et la 3e seonde ?

Données :

t1 = 2 (54)

t2 = 3. (55)

La distane parourue entre la deuxième et la troisième seonde est f(3)− f(2).

f(3) = 4, 9 · 32 (56)

= 44, 1 m (57)

f(2) = 4, 9 · 22 (58)

= 19, 6m. (59)

f(3)− f(2) = 44, 1− 19, 6 = 24, 5 (60)

vm =
f(3)− f(2)

t2 − t1
(61)
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t2 − t1 = 3− 2 = 1 (62)

vm =
24, 5

1
(63)

= 24, 5 m/s. (64)

Le aillou hute-t-il à la même vitesse tout au long de la desente ?

Non : la vitesse moyenne sur toute la desente est de 26,19 m/s, alors que la vitesse moyenne entre la deuxième

et la troisième seonde est de 24,5 m/s. C'est normal, puisque la pierre aélère pendant sa hute.

) La vitesse moyenne entre les moments t et t+ h est le rapport

f(t+ h)− f(t)

h
. (65)

La vitesse instantanée au moment t est la limite de e rapport lorsque h → 0.

Quelle est la vitesse instantanée du aillou à l'instant t ?

lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
= lim

h→0

4, 9 · (t+ h)2 − 4, 9 · t2
h

(66)

= lim
h→0

4, 9 · (t2 + 2ht+ h2)− 4, 9 · t2
h

(67)

= lim
h→0

4, 9t2 + 2 · 4, 9 · ht+ 4, 9 · h2 − 4, 9 · t2
h

(68)

= lim
h→0

2 · 4, 9 · ht+ 4, 9 · h2

h
(69)

= lim
h→0

4, 9h · (2t+ h)

h
(70)

= lim
h→0

4, 9 · (2t+ h) (71)

= 4, 9 · (2t+ 0) (72)

= 4, 9 · 2t (73)

= 9, 8t. (74)

Quelle est la vitesse instantanée du aillou en t=2 s, en t=4 s ?

En t=2 s :

9, 8t = 9, 8 · 2 = 19, 6 m/s (75)

En t=4 s :

9, 8t = 9, 8 · 4 = 39, 2 m/s (76)

La vitesse instantanée au moment t est la fontion dérivée de la fontion f(t).

5 Dérivée de fontions usuelles

a) Obsever les graphiques suivants (�g. 7 et 8) et érire l'expression de leur fontion dérivée.

• f(x) = 2.
La tangente au graphique de ette fontion en tout point du graphique, est une droite horizontale.

Sa pente est don zéro.

f ′(x) = 2′ = 0. (77)
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• f(x) = x
La tangente au graphique de ette fontion en tout point du graphique, est onfondue ave le graphique

lui-même.

C'est une droite de pente 1.

f ′(x) = x′ = 1. (78)

b) On explique omment on alule la fontion dérivée de f(x) = x2
.

Utiliser la même démarhe pour déterminer la dérivée des fontions suivantes : f1(x) = x3, f2(x) = 5x2, f3(x) =
1

x
.

• f1(x) = x3

Taux de variation :

(x+ h)3 − x3

h
=

x3 + 3hx2 + 3xh2 + h3 − x3

h
=

3hx2 + 3xh2 + h3

h
(79)

Fontion dérivée :

f ′

1
(x) = lim

h→0

3hx2 + 3xh2 + h3

h
(80)

= lim
h→0

h ·
(

3x2 + 3xh+ h2
)

h
(81)

= lim
h→0

3x2 + 3xh+ h2
(82)

= 3x2 + 3x · 0 + 02 (83)

= 3x2. (84)

• f2(x) = 5x2

Taux de variation :

5(x+ h)2 − 5x2

h
=

5(x2 + 2hx+ h2)− 5x2

h
(85)

=
5x2 + 10hx+ 5h2 − 5x2

h
(86)

=
10hx+ 5h2

h
(87)

=
5h(2x+ h)

h
(88)

= 5(2x+ h) (89)

Fontion dérivée :

f ′

2
(x) = lim

h→0

3hx2 + 3xh2 + h3

h
(90)

= lim
h→0

5(2x+ h) (91)

= 5(2x+ 0) (92)

= 5 · 2x (93)

= 10x. (94)

• f3(x) =
1

x
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Taux de variation :

1

x+ h
− 1

x
h

=

x− (x+ h)

x(x+ h)

h
(95)

=

x− x− h

x(x + h)

h
(96)

=
−✁h · 1

✁h · x(x+ h)
(97)

=
−1

x(x+ h)
. (98)

Fontion dérivée :

f ′

3
(x) = lim

h→0

−1

x(x+ h)
(99)

=
−1

x · (x+ 0)
(100)

=
−1

x · x (101)

=
−1

x2
(102)

= − 1

x2
. (103)

6 Dérivées et opérations sur les fontions

a) Soit les fontions f(x) = x2
et g(x) = 3x. Caluler (f + g)′(x) et omparer le résultat ave f ′(x) + g′(x).

(f + g)(x) := f(x) + g(x) (104)

= x2 + 3x. (105)

Taux de variation :

[f(x+ h) + g(x+ h)]− [f(x) + g(x)]

h
=

[(x+ h)2 + 3 · (x+ h)]− [x2 + 3 · x]
h

(106)

=
[x2 + 2hx+ h2 + 3x+ 3h]− x2 − 3x

h
(107)

=
x2 + 2hx+ h2 + 3x+ 3h− x2 − 3x

h
(108)

=
2hx+ h2 + 3h

h
(109)

=
h · (2x+ h+ 3)

h
(110)

= 2x+ h+ 3. (111)

Fontion dérivée :

(f + g)′(x) = lim
h→0

(2x+ h+ 3) (112)

= 2x+ 0 + 3 (113)

= 2x+ 3. (114)

f(x) := x2
(115)
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Taux de variation :

f(x+ h)− f(x)

h
=

(x+ h)2 − x2

h
(116)

=
x2 + 2hx+ h2 − x2

h
(117)

=
2hx+ h2

h
(118)

=
h · (2x+ h)

h
(119)

= 2x+ h. (120)

Fontion dérivée :

f ′(x) = lim
h→0

(2x+ h) = 2x+ 0 (121)

= 2x. (122)

g(x) = 3x. (123)

Taux de variation :

g(x+ h)− g(x)

h
=

3 · (x+ h)− 3x

h
(124)

=
3x+ 3h− 3x

h
(125)

=
3h

h
(126)

= 3. (127)

Fontion dérivée :

g′(x) = lim
h→0

3 = 3. (128)

Comparaison entre (f + g)′(x) et f ′(x) + g′(x) :

(f + g)′(x) = 2x+ 3 (129)

f ′(x) + g′(x) = 2x+ 3. (130)

Conlusion :

(f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x). (131)

b) Soit les fontions f(x) = x2 + 2x+ 1 et g(x) =
1

x
.

Caluler (f · g)(x) et (f · g)′(x).

(f · g)(x) := f(x) · g(x) (132)

= (x2 + 2x+ 1) · 1
x

(133)

= x+ 2 +
1

x
. (134)
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Taux de variation :

x+ h+ 2 +
1

x+ h
−
(

x+ 2 +
1

x

)

h
=

x+ h+ 2 +
1

x+ h
− x− 2− 1

x
h

(135)

=
h+

1

x+ h
− 1

x
h

(136)

= 1 +

1

x+ h
− 1

x
h

(137)

= 1 +
−1

x(x + h)
(138)

= 1− 1

x(x + h)
(139)

(voir équation 98).

Fontion dérivée :

(f · g)′(x) = lim
h→0

(

1− 1

x(x + h)

)

= 1− 1

x(x + 0)
(140)

= 1− 1

x · x (141)

= 1− 1

x2
. (142)

f(x) = x2 + 2x+ 1. (143)

Taux de variation :

f(x+ h)− f(x)

h
=

(x+ h)2 + 2(x+ h) + 1− (x2 + 2x+ 1)

h
(144)

=
x2 + 2hx+ h2 + 2x+ 2h+ 1− x2 − 2x− 1

h
(145)

=
2hx+ h2 + 2h

h
(146)

=
h · (2x+ h+ 2)

h
(147)

= 2x+ h+ 2. (148)

Dérivée :

f ′(x) = lim
h→0

(2x+ h+ 2) = 2x+ 0 + 2 (149)

= 2x+ 2. (150)

g(x) =
1

x
. (151)

Dérivée :

g′(x) = − 1

x2
(152)

(voir équation 103).

Calulons

f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x) = (2x+ 2) · 1
x
+ (x2 + 2x+ 1) ·

(

− 1

x2

)

(153)

= 2+
2

x
− 1− 2

x
− 1

x2
(154)

= 1− 1

x2
. (155)
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Comparons (f + g)′(x) et f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x). Nous onstatons :

(f + g)′(x) = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x). (156)

) On admet que (sinx)′ = cosx et (cosx)′ = − sinx.

1) Transformer f(x) = sin 2x à partir d'une formule trigonométrique et aluler la dérivée du produit obtenu.

sin 2x = 2 · sinx · cosx (157)

(sin 2x)′ = (2 · sinx · cosx)′ (158)

= 2′ · (sinx · cosx) + 2 · (sinx · cosx)′ (159)

Calulons la dérivée 2′. Puisque 2 est une onstante, son taux de variation est nul, et sa dérivée aussi :

2′ = 0. (160)

Reprenons :

(sin 2x)′ = 2′ · (sinx · cosx) + 2 · (sinx · cosx)′ (161)

= 0 · (sinx · cosx) + 2 · (sinx · cosx)′ (162)

= 0 + 2 · (sinx · cosx)′ (163)

= 2 · (sinx · cosx)′. (164)

Calulons :

(sinx · cosx)′ = (sinx)′ · cosx+ sinx · (cos x)′ (165)

= cosx · cosx+ sinx · (− sinx) (166)

= cos2 x− sin2 x (167)

= cos 2x. (168)

Don :

(sin 2x)′ = 2 cos 2x. (169)

2) Déomposer f(x) = sin 2x sous la forme f(x) = g (h(x)). Appliquer la formule f ′(x) = g′ (h(x)) · h′(x)
pour aluler (sin 2x)′.

h(x) = 2 · x (170)

h′(x) = 2 (171)

g(x) = sinx (172)

g′(x) = (sinx)′ (173)

= cosx (174)

g′ (h(x)) = cos (h(x)) (175)

= cos 2x (176)

f ′(x) = g′ (h(x)) · h′(x) = cos(2x) · 2 (177)

= 2 · cos(2x). (178)

Nous retrouvons la même expression de f ′(x). Nous retiendrons que, si f(x) = g (h(x)) :

f ′(x) = g′ (h(x)) · h′(x). (179)

7 Quelques fontions non dérivables . . .

a. On donne le graphique (�g. 9) de la fontion f(x) =
∣

∣x2 − 1
∣

∣

.

Au point d'absisse x = −1, il est possible de traer deux tangentes. Quelles sont leurs pentes ? 2 et -2.

Le point (-1,0) est appelé un point anguleux.

b. Observer le graphique (�g. 10) de la fontion f(x) =
√
x+ 2.

Quelle est la pente de la tangente au point d'absisse x = −2 ? La pente est in�nie.

Le point (-2,0) est un point à tangente vertiale.
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8 Dérivée et roissane

On donne, dans un même repère, les graphiques (�g. 11) de la fontion f(x) =
x3

3
− 2x2 + 3x+ 1 et de sa

dérivée f ′(x) = x2 − 4x+ 3.

a. Véri�er que f ′(x) est l'expression de la dérivée de la fontion f .

(

x3

3
− 2x2 + 3x+ 1

)′

=

(

x3

3

)′

− (2x2)′ + (3x)′ + 1′ (180)

=
3x2

3
− 2 · 2x+ 3 + 0 (181)

= x2 − 4x+ 3. (182)

b. Compléter le tableau suivant.

x −∞ 1 3 +∞

roissane de f ր max ց min ր

signe de f ′
+ 0 - 0 +

. Quelle orrespondane peut-on établir entre la roissane de la fontion f et le signe de f ′
?

Lorsque f est roissante, f ′
est positive (et inversement). Lorsque f est déroissante, f ′

est négative (et

inversement). Lorsque f passe par un maximum ou un minimum, f ′
est nulle (et inversement).

9 Et si l'on poursuivait . . .

a. Une ourbe (�gure 12) peut tourner sa onavité vers le haut ou vers le bas.

Préiser la position des tangentes par rapport à la ourbe :

1) lorsque la onavité est tournée vers le bas.

Les tangentes à la ourbes sont alors au-dessus de la ourbe.

2) lorsque la onavité est tournée vers le haut.

Les tangentes à la ourbes sont alors en-dessous de la ourbe.

b. La �gure 13 montre, dans un même repère, les graphiques de f(x) =
x3

3
− 2x2 +3x+1 et de f ′′(x) = 2x− 4.

Véri�er que f ′′(x) est la dérivée de f ′(x).

f ′(x) = x2 − 4x+ 3 (183)

(

x2 − 4x+ 3
)′

= (x2)′ − (4x)′ + 3′ (184)

= 2x− 4 + 0 (185)

= 2x− 4. (186)

f ′′(x) est bien la dérivée de f ′(x).

On appelle f ′′(x) la dérivée seondede la fontion f(x).

Compléter le tableau i-dessous.
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x −∞ 2 +∞

onavité de f

signe de f ′′
- 0 +

Quelle orrespondane peut-on établir entre le sens de la onavité de la ourbe y = f(x) et le signe de f ′′
?

Lorsque la onavité est vers le bas, f ′′
est négative (et inversement) ; lorsque la onavité est vers le haut,

f ′′
est positive (et inversement).
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